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Resumen
Este artículo presenta la síntesis del aná-
lisis del comportamiento dinámico y error 
experimental por el efecto de aplicación de 
carga de un indentador en el perfil del diente 
de un engranaje cilíndrico de diente recto. 
Los valores encontrados para la validación 
del diseño experimental son obtenidos me-
diante el análisis de elementos finitos (FEA) 
previa implementación de una metodología 
de diseño detallado y de despliegue de la 
función de calidad (QFD) del dispositivo.
Palabras clave
Engranajes, pruebas de modelamiento 
dinámico, fatiga, error de aplicación de la 
carga.
Abstract
This article presents the synthe-
sis of dynamic performance analysis 
of experimental error and the effect of 
applying a load of an indenter in the 
tooth profile of spur gear tooth straight. 
The values  for the validation of experimen-
tal design are obtained by finite element 
analysis (FEA) before implementation of a 
methodology for detailed design and deplo-
yment of Quality Function (QFD) device.
Keywords
Gears, dynamic modeling tests, fatigue, load application error
INTRODUCCIÓN
El probador con indentador es un dispositivo innovador 
propuesto para hacer pruebas a dientes de engranajes 
y poderlos someter a cargas repetidas de contacto cuya 
característica entre otros es brindar una forma de com-
probación rigurosa y repetible para el comportamiento de 
los perfiles de dientes en engranajes, agilizar las pruebas 
experimentales de esfuerzos de flexión y análisis de falla 
según la variación del punto de contacto entre indentador 
y la evolvente del perfil.
El dispositivo es uno de los dos bancos de prueba para 
engranajes propuestos para el desarrollo de la fase expe-
rimental en la tesis doctoral “Modelamiento matemático 
y validación experimental de nuevos perfiles especiales 
de dientes para transmisiones de engranajes cilíndricos”. 
Dichos ensayos se realizarán tanto a perfiles convenciona-
les de involuta como a perfiles especiales para engranajes 
cilíndricos; esta condición es necesaria para poder hacer el 
análisis y verificación del comportamiento de los diferentes 
tipos de perfiles, en los cuales se seguirán los protocolos 
establecidos en las normas AGMA para engranajes.
Análisis del comportamiento dinámico y
el error experimental de 
aplicación de la carga para un 
indentador de engranes
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Una de las metodologías de diseño para el desarrollo del 
dispositivo para pruebas de engranaje con indentador, es 
mediante el planteamiento del modelo dinámico, en el cual 
se identifican las variables de entrada y salida del sistema. 
Los ajustes al modelo dinámico se hacen al contrastar los 
resultados con el modelo de análisis de elementos finitos 
(FEA); lo que permite que el error experimental sea míni-
mo y el diseño propuesto cumpla con los requerimientos 
establecidos para adelantar las pruebas experimentales 
en los engranajes propuestos.
I. METODOLOGÍA
1.1 Modelo paramétrico del dispositivo
Para generar el diseño del dispositivo de aplicación de 
carga para engranajes con indentador (figura 1), se ha 
tenido especial cuidado en el orden y el método para ge-
neración de la geometría de los componentes involucrados 
en dicho dispositivo, ya que las entidades geométricas 
quedan interrelacionadas entre sí. Al incorporarse cam-
bios en el modelo dinámico, se generan cambios en el 
comportamiento del sistema, lo cual permite conocer los 
valores óptimos en la geometría de dichos componentes 
y conservando la relación de los mismos, de manera que 
permita una fabricación más flexible y adaptable a otros 
modelos de perfiles especiales de engranajes
Figura 1. Esquema modelo paramétrico
El diámetro del indentador determinado 
por (2Ri), se toma como referencia la fi-
gura.2 donde se muestra la geometría del 
perfil de involuta del diente cilíndrico del 
engranaje. Teniendo en cuenta que los dos 
puntos de contacto entre indentador y el 
perfil del engranaje se llevan a cabo en el 
radio primitivo (Rp). Es así como conocido 
el paso o el módulo del diente del engranaje 
y el ángulo de presión, se puede encontrar 
Ri. La distancia entre centros del engranaje 
e indentador está dado por: 
Figura 2. Diseño identador
 
 
  
 
conocido el paso o el módulo   del diente del engranaje y el ángulo  presión, se puede encontrar Ri. La 
distancia entre centros del engranaje e indent dor está dado por:             
 
         
 
 
 
 
Para determinar  los valores de las constantes de los resortes, se  hacen las siguientes consideraciones: 
Potencia  ejercida por el indentador,  P1 = 75% de la Potencia instalada 
P1 = 0.75* 2 (hp) = 1,5 (hp) = 1119 (N.m/s) 
Frecuencia máxima del sistema,  f = 2 (Hz) = 12,57 (rad/s) 
Ri, es el radio interno de la excéntrica del mecanismo de biela manivela.de la máquina de ensayos.   
Ri = 37,5 (mm) = 0,0375 (m) 
Velocidad del indentador,                                (3) 
                                                              (3) 
 
    
F = Fuerza ejercida por el indentador al perfil  del diente  (N)                                                                                    (4)        
 
          
 
                                                      (4)            
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F = 2381 (N)
Siendo F, la fuerza que ejerce el indenta-
dor sobre el perfil del diente.
La constante del resorte (k1), definida por 
la relación entre la carga (F) y la deflexión 
(y); siendo la deflexión máxima del resorte 
equivalente al total del recorrido del inden-
tador, y = 8 mm = 0,008 (m)
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Para determinar el valor de K2.  (figura 3),   el cual corresponde a la pendiente entre la deformación del diente y 
la carga aplicada. 
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Para determi ar el valor d  K2.  (f gu  3),   el cual corresponde a la pendiente entre la deformación del diente y 
la c rga aplicada. 
 
   (8)
Para determinar el valor de K2. (figura 3), el cual corres-
ponde a l  pendiente ntre la def rmación del diente y la 
carga aplicada.
Figura 3. Calculo de K2
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Para determinar el material del resorte K1, se tiene que     
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Ss = Esfuerzo cortante total Pascal) 
Sy = Limite de fluencia  (Pascal) 
N = Factor de seguridad 
K = Factor de Wahl 
ϰ =  Constante del resorte (N/m) 
D = Diametro de la espira del resorte (m) 
.d = diámetro del alambre del resorte (m) 
F = Fuerza (N) 
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Sy = Limite de fluencia  (Pascal) 
N = Factor de seguridad 
K = Factor de Wahl 
ϰ =  Constante del resorte (N/m) 
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F = Fuerza (N) 
                                                
 
Para un factor de seguridad de N=2  Par   factor de seguridad de N=2
Sy = 234 (Mpa) cumple los requerimientos de aceros 
aleados AISI 6150 o 5160 para su fabricación.
1.2 Modelo dinámico del dispositivo
Figura 4. Modelamiento dinámico del sistema masa resorte indentador
Teniendo como referencia el modelo paramétrico (figura 1), 
se hace una representación del modelo dinámico (figura 4) 
donde las variables del sistema son:
M1: Masa M1, (Kg) = 35 (Kg)
M2: Masa M2, (Kg) = 7 (Kg)
B1 y B2: amortiguamiento que se opone a los cambios 
de	ΔX,	el	cual	lo	hace	creando	una	fuerza	proporcional	a	
la rapidez de ese cambio, (N.S/m).
X1: Desplazamiento de la masa M1 desde la posición 
de equilibrio estático, [mm]
X2: desplazamiento de la masa M2 desde la posición de 
equilibrio estático, [mm]
Fd: sistema de excitación externa que 
provoca el desplazamiento de la masa M1
ẋ, ẍ: derivadas, primera y segunda respec-
tivamente de x con respecto a
Figura 5. Diagrama de cuerpo libre para la masa M1
Para encontrar las ecuaciones que rigen 
el comportamiento dinámico del sistema 
se tiene:
Para la masa M1 (figura 5), se plantea la 
segunda ley de Newton
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Figura 6. Diagrama de cuerpo libre para la masa M2
Para la masa M2 (figura 6), planteando la 
segunda ley de Newton
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Para la masa M2 (figura 6), planteando la segunda ley de Newton 
   ̈                                                                         (12)
Haciendo la consideración que el sistema lo analizamos en su estado de equilibrio  la ecuación (12) queda: 
   ̈                ( ̇   ̇ )            ̇                             (12) 
   ̈     ( ̇ )                ( ̇ )                                       (12) 
Escogiendo las variables de estado tenemos: 
        
     ̇   
       
     ̇  
La variación de las variables de estado es: 
 ̇    ̇                                                                                             (13)             
 ̇    ̈                                                                                                   (14) 
  (12)
 
 
  
 
 
Para la masa M2 (figura 6), planteando la segunda ley de Newton 
   ̈                                                                            (12) 
Haciendo la consideración que el sistema lo analizamos en su estado de equilibrio  la ecuación (12) queda: 
   ̈                ( ̇   ̇ )            ̇                             (12) 
   ̈     ( ̇ )                ( ̇ )                                       (12) 
Escogiendo las variables de estado tenemos: 
        
     ̇   
       
     ̇  
La variación de las variables de estado es: 
 ̇    ̇                                                                                             (13)             
 ̇    ̈                                                                                                   (14) 
 
 
  
 
 
Para la masa M2 (figura 6), planteando la segunda ley de Newton 
   ̈                                                                            (12) 
Haciendo la consideración que el sistema lo analizamos en su estado de equilibrio  la ecuación (12) queda: 
   ̈                ( ̇   ̇ )          ̇                        (12) 
   ̈     ( ̇ )                ( ̇ )                                       (12) 
Escogiendo las variables de estado tenemos: 
        
     ̇   
      
   ̇  
La variación de las variables de estado es: 
 ̇    ̇                                                                                             (13)             
 ̇    ̈                                                                                                   (14) 
     (12)
Escogiendo las variables de estado te-
nemos:
 
 
  
 
 
Para la masa M2 (figura 6), plant ando la segund  ley de Newton 
   ̈                                                                 (12)
Haciendo la consideración que el sistema lo analizamos en su estado de equilibrio  la ecuación (12) queda: 
   ̈               ( ̇  ̇ )         ̇                             (12) 
 
̈
    ( ̇ )             ( ̇ )                                       (12) 
Escogiendo las variables de estado tenemos: 
        
     ̇   
       
  ̇  
La variación de las variables de estado es:
 ̇    ̇                                                                                             (13)             
 ̇    ̈                                                                                                   (14) 
La v riación de las variables de estado es:
 
 
  
 
 
P r  la m sa M2 (figura 6), planteando la egunda ley de Newton 
 
̈
                            
Hac endo la co sideración que el sistema lo analizamos en su estado de equilibrio  la ecuación (12) queda: 
  ̈        ( ̇ ̇ )        ̇                             (12) 
 
̈
  ̇      ( ̇ )                                 (12) 
E giendo las variables de estado tenemos: 
     
   ̇   
       
  ̇ 
L riación de las variables de tado e : 
̇
  ̇                                      (13)             
̇
 
̈
                                                 (14) 
(13)
 
 
 
 
 
Para la mas  M2 (figura 6), pla teando la segund  ley de N wton 
̈                                      (12) 
Haciendo la consideración que l sistema lo analizamos en su estado d  equilibrio  la ecuación (12) queda: 
 ̈       ( ̇ ̇ )        ̇  (12) 
̈
    ( ̇ )       ( ̇ )       (12) 
Esco iend  las variables de sta o tenemos: 
      
   ̇  
      
 
̇
 
La va ción de las variables de estado es:
̇ ̇
                                        (13)  
̇  ̈                                                  (14) (14)   
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                           (14) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                         (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                       ( ̇   ̇ )                  ̇                 (16) 
 ̇    ̈                                                               (16) 
 ̇    ̈                                                                        
 ̇    ̈                         (         )                           (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇        
(15)
 
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                   ( ̇   ̇ )                                         (14) 
 ̇    ̈                   ( ̇   ̇ )                                       (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                      ( ̇   ̇ )                  ̇                 (16) 
 ̇    ̈                                                             (16) 
 ̇    ̈                                                                  
 ̇    ̈                      (         )                       (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇        
 (16)
La salida es de la forma: 
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la for :    ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                           (14) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                         (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                      ( ̇   ̇ )                  ̇                 (16) 
 ̇    ̈                                                               (16) 
 ̇    ̈                                                                        
 ̇    ̈                         (         )                           (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇        
(17)
Remplazando y reo anizando las ecuaciones 13,14, 
15,16
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                           (14) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                         (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                       ( ̇   ̇ )                  ̇                 (16) 
̇  ̈     
 
                                                  (16) 
 ̇    ̈     
 
                                                               
 ̇    ̈                         (         )                           (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇        
(13)
 
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                           (14) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                         (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                       ( ̇   ̇ )                  ̇                 (16) 
̇  ̈     
 
          
 
                                         (16) 
̇
  ̈                                                                      
 ̇    ̈                        (         )                           (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇        
(14) y remplazando n l  ecuación (11)
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                   ( ̇   ̇ )                                          (14) 
 ̇    ̈                   ( ̇   ̇ )                                        (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                            (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                     ( ̇   ̇ )                  ̇                 (16) 
 ̇    ̈      
 
           
 
                                       (16) 
̇  ̈                                                                 
 ̇    ̈                    (        )                         (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
  ̇        
 (14)
 
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈     
 
         
 
( ̇  ̇ )    
 
                                     (14) 
 ̇    ̈     
 
          
 
( ̇   ̇ )   
 
                                    (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇   ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
̇
  ̈     
 
         
 
 ( ̇   ̇ )     
 
     
 
  ̇                 (16) 
 ̇    ̈       
 
          
 
          
 
       
 
                 (16) 
 ̇    ̈              
 
       
 
       
 
       
 
     
 
                
̇  ̈     
 
       
 
      (  
 
 
  
 
)     
 
   
 
          (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
  ̇        
 (14)
 
 
 
  
 
 ̇   ̇            (15) 
 ̇   ̈        (16) 
La s ida es de la forma:     ̇           (17) 
Rem lazando y re rganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇   ̇            (13) 
 ̇   ̈         (14)  y remplazando e  la cu ción (11) 
 ̇   ̈             ( ̇  ̇ )    
 
            (14) 
 ̇   ̈              ( ̇   ̇ )   
 
            (14) 
 ̇   ̇             (15) 
 ̇   ̈        (16),  remplazando e  (12) 
 ̇   ̈              ( ̇ ̇ )              ̇         (16) 
 ̇   ̈                                           (16) 
 ̇   ̈                                             
 ̇   ̈                (    )                  (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tien : 
  ̇      
      (15)
 
 
 
  
 
̇   ̇           ( ) 
̇   ̈        ( ) 
 li    l f r :    ̇        ( ) 
l   r r i  l  i  , , ,  
̇   ̇           ( ) 
̇   ̈         ( )   r l   l i  ( ) 
̇   ̈  
 
 
 
̇ ̇         ( ) 
̇   ̈  
 
 
 
̇ ̇         ( ) 
̇   ̇            ( ) 
̇   ̈        ( ),  r l   ( ) 
̇
   ̈   
 
 
 
 ̇ ̇   
 
 
 
 ̇         ( ) 
̇   ̈   
 
 
 
  
 
   
 
         ( ) 
̇   ̈   
     
  
 
        
̇   ̈   
 
 
  
 
  
     ( ) 
ri i  l  i  , , ,   f r  tri i l  ti : 
  ̇  
    (16), remplazando en (12)
 
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                             (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                 ( ̇  ̇ )                                           (14) 
 ̇    ̈                   ( ̇  ̇ )                                         (14) 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
̇
 
̈                ( ̇  ̇ )                 ̇                 (16) 
 ̇    ̈                                                           (16) 
̇ ̈
                                                                     
 ̇    ̈                        (         )                           (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇        
       (16)
 
 
  
 
 ̇  ̇                                                                                         (15) 
 ̇  ̈                                                                                                  (16) 
La s lid  es de la forma:     ̇                                                  (17) 
Remplazando y re rganizando las ecua i nes 13, 4, 5, 6 
 ̇  ̇                                                                                          (13) 
 ̇  ̈                                        (14)  y remplazando en la ecua ión (11) 
 ̇  ̈               ( ̇  ̇ )                                        (14) 
 ̇  ̈               ( ̇  ̇ )                                       (14) 
 ̇  ̇                                                                                     (15) 
 ̇  ̈                                                           (16),  remplazando en (12) 
̇  ̈                ( ̇  ̇ )             ̇                 (16) 
 ̇  ̈                                                (16) 
 ̇  ̈                                                 
 ̇  ̈     
 
     
  
   (        )                     (16) 
Rescribiendo las ecua iones 13, 4, 5, 6 en forma tricial se ti ne: 
  ̇    
 
      (16)
 
 
  
 
 ̇  ̇                                                                                           (15) 
 ̇  ̈                                                                                                   (16) 
La s lid  es de la forma:     ̇                                                  (17) 
Remplazando y reorganizando las ecua iones 13, 4, 5, 6 
 ̇  ̇                                                                                           (13) 
 ̇  ̈                                         (14)  y remplazando en la ecua ión (11) 
 ̇  ̈           ( ̇ ̇ )                                         (14) 
 ̇  ̈           ( ̇ ̇ )                                        (14) 
 ̇  ̇                                                                                           (15) 
 ̇  ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
̇
  ̈           ( ̇ ̇ )           ̇                 (16) 
̇  ̈   
 
                                   (16) 
 ̇   ̈                                              
 ̇  ̈               (    )                 (16) 
Rescribiendo las ecua iones 13, 4, 5, 6 en forma tricial se ti ne: 
  ̇    
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈                   ( ̇   ̇ )                                           (14) 
 ̇    ̈                  ( ̇   ̇ )                                       (14) 
 ̇    ̇                                                                                             (15) 
 ̇   ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                       ( ̇   ̇ )              ̇               (16) 
̇
  ̈                                                (16) 
 ̇    ̈                   
 
                                  
̇
   ̈                    (        )                       (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇        
 
 
 
 
 ̇    ̇                                                                                            (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                    (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                           (13) 
 ̇    ̈                                        (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇   ̈               ( ̇   ̇ )          (14) 
 ̇  ̈            ( ̇ ̇ )                                    (14) 
̇
 
̇                                                                                         (15) 
̇
   ̈                                                           (16),  remplazando en (12) 
̇
   ̈                 ( ̇  ̇ )            ̇    (16) 
 ̇  ̈                                           (16)
̇   ̈                                                    
 ̇   ̈                         (      )                          (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
  ̇        
 
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                                                                   (16) 
La salida es de la forma:     ̇                                                      (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16 
 ̇    ̇                                                                                              (13) 
 ̇    ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈     
 
             ( ̇   ̇ )                                         (14) 
 ̇    ̈                    ( ̇   ̇ )                                   (14)
 ̇    ̇                                                                                              (15) 
 ̇    ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
 ̇    ̈                   ( ̇   ̇ )                ̇              (16) 
̇  ̈                        (16)
̇
   ̈                                                     
 ̇    ̈       
 
                (         )                         (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
   ̇      
     (16)
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma 
matricial se tiene:
 
 
  
 
 ̇    ̇                                                                                          (15) 
 ̇   ̈                                               (16) 
La salid  es de la forma:    ̇                                             (17) 
Remplazando y reorganizando las ecuaciones 13,14, 15,16
 ̇    ̇                                                            (13) 
 ̇   ̈                                         (14)  y remplazando en la ecuación (11) 
 ̇    ̈              ( ̇   ̇ )                                        (14) 
 ̇  ̈       ( ̇ ̇ )                                    (14) 
̇
    ̇                                                                                    (15) 
̇
  ̈                                                              (16),  remplazando en (12) 
̇
  ̈              ( ̇   ̇ )             ̇                (16) 
̇  ̈                                         (16) 
 ̇    ̈                                                   
 ̇    ̈                    (         )                           (16) 
Rescribiendo las ecuaciones 13, 14, 15,16 en forma matricial se tiene: 
  ̇         
El vector de salida es de la forma: y = CX + DU (18)
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El vector de salida lo define el diseñador, según el inte-
rés. Para este caso, se definirá como el desplazamiento 
de las dos masas
 
 
  
 
 
El vector de salida es de la forma:                   y = CX + DU                 (18) 
El vector de salida lo define el  diseñador, según el interés.   Para este caso,  se definirá  como el desplazamiento 
de las  dos masas 
                                                                             (18.1) 
                                                                           (18.2) 
 
 
2.3. Planteamiento del diseño experimental 
El error de las pruebas experimentales puede denotarse como % ep = (f, k, c) 
.ep = 33 = 27 combinaciones  
.ep: error experimental, el cual describe   
  
                                                                                                   (19) 
(18.1)
 
 
 
  
 
 
El vector de salida es de la forma:                   y = CX + DU                 (18) 
El vector de salida lo define el  diseñador, según el interés.   Para este caso,  se definirá  como el desplazamiento 
de las  dos masas 
                                                                      (18.1) 
                                                                    (18.2) 
 
 
2.3. Planteamiento del diseño experimental 
El error de las pruebas experimentales puede denotarse como % ep = (f, k, c) 
.ep = 33 = 27 combinaciones  
.ep: error experimental, el cual describe   
  
                                                                                         (19) 
(18.2)
Planteamiento del diseño experimental
El error de las pruebas experimentales 
puede denotarse como % ep = (f, k, c)
.ep = 3
3 = 27 combinaciones
.ep: error experimental, el cual describe
 
 
 
  
 
 
El vector de salida es de la forma:                   y = CX + DU                 (18) 
El vector de salida lo define el  diseñador, según el interés.   Para este caso,  se definirá  como el desplazamiento 
de las  dos masas 
                                                                             (18.1) 
                                                                           (18.2) 
 
 
2.3. Planteamiento del diseño experimental 
El error de las pruebas experimentales puede denotarse como % ep = (f, k, c) 
.ep = 33 = 27 combinaciones  
.ep: error experimental, el cual describe   
  
                                                                                                   (19) 
 (19)
 
 
  
 
 
     
                 ̇                                                                      (20) 
                                                                                                       (21)                 
 
  
   ∑  
  
 
                                                                                          (22) 
 
 
En la tabla 1, se  muestra la tabla de resultados del sistema masa resorte al  correr el programa en matlab.  
        
Frecuen
cia (f) 
[Hz] 
Rigidez 
(k1) 
[N/m] 
Rigidez 
(k2) 
[N/m] 
Amortiguac
ión (B1) 
[NS/m] 
x1 [m] x2 [m] %ep 
Piñón 
%ep 
Resorte 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
0 8,03316099E
-03 
3,9984970860
E-06 
0,2557555
9% 
0,7048230
9% 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
125 8,03313276E
-03 
3,9984969560
E-06 
0,2561061
2% 
0,7048263
2% 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
250 8,03304807E
-03 
3,9984965660
E-06 
0,2571576
7% 
0,7048360
1% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
0 6,01700751E
-03 
3,9938404870
E-06 
0,3867713
0% 
0,8204610
0% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
125 6,01699565E
-03 
3,9938404320
E-06 
0,3869677
6% 
0,8204623
6% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
250 6,01693985E
-03 
4,0139687830
E-06 
0,3878915
4% 
0,3206125
1% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
0 4,00526786E
-03 
4,0092992280
E-06 
0,5366836
0% 
0,4365721
5% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
125 4,00526436E
-03 
4,0092992110
E-06 
0,5367705
8% 
0,4365725
8% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
250 4,00525385E
-03 
4,0092991630
E-06 
0,5370315
2% 
0,4365737
7% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
0 8,08024673E
-03 
4,0219362890
E-06 
0,3288875
3% 
0,1227544
4% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
125 8,08018209E
-03 
4,0219356210
E-06 
0,3280849
1% 
0,1227710
3% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
250 8,07998818E
-03 
4,0219336170
E-06 
0,3256771
6% 
0,1228208
0% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
0 6,04338535E
-03 
4,0113513220
E-06 
0,0499211
3% 
0,3856122
5% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
125 6,04335830E
-03 
4,0113510420
E-06 
0,0494732
6% 
0,3856192
0% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
250 6,04325677E
-03 
4,0315669180
E-06 
0,0477923
3% 
0,1164041
7% 
 
 (20)
 
 
  
 
 
     
                 ̇                                                                      (20) 
                                                                                                       (21)                 
 
  
   ∑  
  
 
                                                                                          (22) 
 
 
En la tabla 1, se  muestra la tabla de resultados del sistema masa resorte al  correr el programa en matlab.  
        
Frecuen
cia (f) 
[Hz] 
Rigidez 
(k1) 
[N/m] 
Rigidez 
(k2) 
[N/m] 
Amortiguac
ión (B1) 
[NS/m] 
x1 [m] x2 [m] %ep 
Piñón 
%ep 
Resorte 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
0 8,03316099E
-03 
3,9984970860
E-06 
0,2557555
9% 
0,7048230
9% 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
125 8,03313276E
-03 
3,9984969560
E-06 
0,2561061
2% 
0,7048263
2% 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
250 8,03304807E
-03 
3,9984965660
E-06 
0,2571576
7% 
0,7048360
1% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
0 6,01700751E
-03 
3,9938404870
E-06 
0,3867713
0% 
0,8204610
0% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
125 6,01699565E
-03 
3,9938404320
E-06 
0,3869677
6% 
0,8204623
6% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
250 6,01693985E
-03 
4,0139687830
E-06 
0,3878915
4% 
0,3206125
1% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
0 4,00526786E
-03 
4,0092992280
E-06 
0,5366836
0% 
0,4365721
5% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
125 4,00526436E
-03 
4,0092992110
E-06 
0,5367705
8% 
0,4365725
8% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
250 4,00525385E
-03 
4,0092991630
E-06 
0,5370315
2% 
0,4365737
7% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
0 8,08024673E
-03 
4,0219362890
E-06 
0,3288875
3% 
0,1227544
4% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
125 8,08018209E
-03 
4,0219356210
E-06 
0,3280849
1% 
0,1227710
3% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
250 8,07998818E
-03 
4,0219336170
E-06 
0,3256771
6% 
0,1228208
0% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
0 6,04338535E
-03 
4,0113513220
E-06 
0,0499211
3% 
0,3856122
5% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
125 6,04335830E
-03 
4,0113510420
E-06 
0,0494732
6% 
0,3856192
0% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
250 6,04325677E
-03 
4,0315669180
E-06 
0,0477923
3% 
0,1164041
7% 
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En la tabla 1, se  muestra la tabla de resultados del sistema masa resorte al  correr el programa en matlab.  
        
Frecuen
cia (f) 
[Hz] 
Rigidez 
(k1) 
[N/m] 
Rigidez 
(k2) 
[N/m] 
Amortiguac
ión (B1) 
[NS/m] 
x1 [m] x2 [m] %ep 
Piñón 
%ep 
Resorte 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
0 8,03316099E
-03 
3,9984970860
E-06 
0,2557555
9% 
0,7048230
9% 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
125 8,03313276E
-03 
3,9984969560
E-06 
0,2561061
2% 
0,7048263
2% 
1 2,9763E+
05 
5952500
00 
250 8,03304807E
-03 
3,9984965660
E-06 
0,2571576
7% 
0,7048360
1% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
0 6,01700751E
-03 
3,9938404870
E-06 
0,3867713
0% 
0,8204610
0% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
125 6,01699565E
-03 
3,9938404320
E-06 
0,3869677
6% 
0,8204623
6% 
1 3,9683E+
05 
5952500
00 
250 6,01693985E
-03 
4,0139687830
E-06 
0,3878915
4% 
0,3206125
1% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
0 4,00526786E
-03 
4,0092992280
E-06 
0,5366836
0% 
0,4365721
5% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
125 4,00526436E
-03 
4,0092992110
E-06 
0,5367705
8% 
0,4365725
8% 
1 5,9525E+
05 
5952500
00 
250 4,00525385E
-03 
4,0092991630
E-06 
0,5370315
2% 
0,4365737
7% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
0 8,08024673E
-03 
4,0219362890
E-06 
0,3288875
3% 
0,1227544
4% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
125 8,08018209E
-03 
4,0219356210
E-06 
0,3280849
1% 
0,1227710
3% 
1,5 2,9763E+
05 
5952500
00 
250 8,07998818E
-03 
4,0219336170
E-06 
0,3256771
6% 
0,1228208
0% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
0 6,04338535E
-03 
4,0113513220
E-06 
0,0499211
3% 
0,3856122
5% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
125 6,04335830E
-03 
4,0113510420
E-06 
0,0494732
6% 
0,3856192
0% 
1,5 3,9683E+
05 
5952500
00 
250 6,04325677E
-03 
4,0315669180
E-06 
0,0477923
3% 
0,1164041
7% 
(22)
En la tabla 1, se muestra la tabla de resultados del sistema masa resorte al correr el programa en Matlab.
Frecuencia 
(f) [Hz]
Rigidez (k1) 
[N/m]
Rigidez (k2) 
[N/m]
Amortiguación 
(B1) [NS/m] x1 [m] x2 [m]
%ep
Piñón
%ep
Resorte
1 2,9763E+05 595250000 0 8,03316099E-03
3,9984970860E-
06 0,25575559% 0,70482309%
1 2,9763E+05 595250000 125 8,03313276E-03
3,9984969560E-
06 0,25610612% 0,70482632%
1 2,9763E+05 595250000 250 8,03304807E-03
3,9984965660E-
06 0,25715767% 0,70483601%
1 3,9683E+05 595250000 0 6,01700751E-03
3,9938404870E-
06 0,38677130% 0,82046100%
1 3,9683E+05 595250000 125 6,01699565E-03
3,9938404320E-
06 0,38696776% 0,82046236%
1 3,9683E+05 595250000 250 6,01693985E-03
4,0139687830E-
06 0,38789154% 0,32061251%
1 5,9525E+05 595250000 0 4,00526786E-03
4,0092992280E-
06 0,53668360% 0,43657215%
1 5,9525E+05 595250000 125 4,00526436E-03
4,00929 2110E-
06 0,53677058% 0,43657258%
1 5,9525E+05 595250000 250 4,00525385E-03
4,0092991630E-
06 0,53703152% 0,43657377%
1,5 2,9763E+05 595250000 0 8,08024673E-03
4,0219362890E-
06 0,32888753% 0,12275444%
1,5 2,9763E+05 595250000 125 8,08018209E-03
4,0219356 10E-
06 0,3 8 8491% 0,12277103%
1,5 2,9763E+05 595250000 250 8,07998818E-03
4,0219336170E-
06 0,32567716% 0,12282080%
1,5 3,9683E+05 595250000 0 6,04338535E-03
4,0113513220E-
06 0,04992113% 0,38561225%
Investigación
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Frecuencia 
(f) [Hz]
Rigidez (k1) 
[N/m]
Rigidez (k2) 
[N/m]
Amortiguación 
(B1) [NS/m] x1 [m] x2 [m]
%ep
Piñón
%ep
Resorte
1,5 3,9683E+05 595250000 125 6,04335830E-03
4,0113510420E-
06 0,04947326% 0,38561920%
1,5 3,9683E+05 595250000 250 6,04325677E-03
4,0315669180E-
06 0,04779233% 0,11640417%
1,5 5,9525E+05 595250000 0 4,01693878E-03
4,0209842300E-
06 0,24685819% 0,14639704%
1,5 5,9525E+05 595250000 125 4,01693083E-03
4,0209841480E-
06 0,24705561% 0,14639908%
1,5 5,9525E+05 595250000 250 4,01690698E-03
4,0209838990E-
06 0,24764787% 0,14640526%
2 2,9763E+05 595250000 0 8,14710178E-03
4,0552166130E-
06 1,15899735% 0,70370000%
2 2,9763E+05 595250000 125 8,14698399E-03
4,0552144580E-
06 1,15753478% 0,70364648%
2 2,9763E+05 595250000 250 8,14663064E-03
4,0552079930E-
06 1,15314745% 0,70348593%
2 3,9683E+05 595250000 0 6,08070527E-03
4,0361260150E-
06 0,66776267% 0,22962079%
2 3,9683E+05 595250000 125 6,08065628E-03
4,0361251170E-
06 0,66695161% 0,22959849%
2 3,9683E+05 595250000 250 6,08048868E-03
4,0564639180E-
06 0,66417705% 0,73467448%
2 5,9525E+05 595250000 0 4,03339280E-03
4,0374581070E-
06 0,16174660% 0,26270080%
2 5,9525E+05 595250000 125 4,03337850E-03
4,0374578430E-
06 0,16139130% 0,26269424%
2 5,9525E+05 595250000 250 4,03333557E-03
4,0374570500E-
06 0,16032543% 0,26267455%
Tabla 1. Comportamiento del sistema masa resorte
II. ANÁLISIS DE RESULTADOS
2.1 Análisis dinámico del dispositivo
Frecuencia 
(f) [Hz]
Rigidez (k1) 
[N/m]
Rigidez (k2) 
[N/m]
Amortiguación 
(B1) [NS/m] x1 [m] x2 [m] %ep %ep
1,5 3,9683E+05 595250000 250 6,04325677E-03 4,0315669180E-06 0,04779233% 0,11640417%
Tomando como referencia la tabla 1, se 
observa que el menor error que presenta 
el sistema masa resorte, se hace evidente 
cuando la frecuencia es de 1,5 (Hz), la 
constante del resorte es K1= 3,9683E+05 
(N/m) y La constante de amortiguación es 
B1 = 5,9525E+08 [NS/m].
La respuesta escalón de la función de transferencia de-
pende de la relación y proporcionalidad entre la constante 
de amortiguación B1 y la constante del resorte
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Figura 7. Amortiguamiento del sistema masa resorte
La ubicación de las raíces en el plano S para el sistema 
modelado puede observarse en la figura 8, indicando el 
lugar geométrico de las raíces sobre el eje real y los polos 
en el plano s.
Figura 8. Lugar geometríco de las raices plos
Usando los modelos de elementos finitos (FEA), se 
observa que el máximo desplazamiento se presenta en la 
cresta del diente con un valor de 0,0056 mm
Figura 9. Deformación
El máximo esfuerzo se presenta en la 
base del diente con un esfuerzo de 151,04 
N/mm2, (151 Mpa). El cual sin considerar 
el factor de seguridad, puede escogerse un 
acero 1020 recocido y el cual es apto para 
analizar las fallas en engranajes con perfiles 
especiales de diente.
Figura 10. Esfuerzo
2.2 Modelo del error experimental
Para el manejo de datos se utiliza el 
software statgraphics centurión XV, el cual 
permite hacer análisis de datos. La versatili-
dad de éste software permite manejar gran 
volumen de datos y mediante un ordenador 
se hace más fácil el análisis estadístico.
Rango Xi (mm)
F 
(Hz)
K1 (N/
mm)
B1 
(N.S/
mm)
e (%)
Nivel 
inferior
4 1,0
5,9525E+ 
05
0 0,436572%
Nivel 
Medio
6 1,5
3,9683E+ 
05
125 0,385619%
Nivel 
superior
8 2,0
2,9763E+ 
05
250 0,703485%
Figura 11 comportamiento por nivel
Investigación
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2.3 Diseño detallado del dispositivo
Figura 12. Banco de prueba para engranajes con 
indentador
CONCLUSIONES
El diseño del banco de pruebas para en-
granajes con indentador ha sido concebido 
para fallar probetas de engranaje por con-
tacto superficial y fatiga por flexión, debido 
al sistema de indentador en el que se basa 
el diseño del dispositivo.
Una de las metodologías empleadas para 
la validación del diseño, se hace mediante 
el modelamiento dinámico y selección de 
valores óptimos de diseño de sus compo-
nentes y que permitan obtener el menor 
error experimental.
La versatilidad del diseño permite adelantar pruebas de 
engranajes cilíndricos rectos y helicoidales.
El dispositivo está proyectado para ser instalado en el 
banco de pruebas para tracción del laboratorio de diseño, 
el cual también permite la instalación de otra serie de 
dispositivos.
 Analizando las líneas de tendencia (figura 21) del 
comportamiento de los tres niveles de medida, puede ob-
servarse que la mayor dispersión se presenta en el nivel 
superior ya que induce un error experimental del 0,703% 
y para valores considerados en el nivel medio el error es 
mínimo, tomando un valor del 0,3856%. Esto permite con-
siderar que el sistema induce un error mínimo cuando se 
trabaja en una frecuencia intermedia de 1,5 Hz.
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